
量子力学の定式化Ⅲ

非可換代数

行列力学



[空間ベクトル]
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[状態関数]
（１）内積
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（４）直交規格化：
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（３）状態関数
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状態ベクトル
状態関数をベクトルで表示

[記号]

：ブラベクトル（bra vector）

：ケットベクトル（ket vector）
: bracket

状態ベクトルを特徴付ける英数字

λ ：固有値 の固有ベクトル

nml ,, ：量子数 l, m, n の同時固有ベクトル

2hλ

x ： x 座標系での状態ベクトル

ψ, ：一般状態ベクトル



状態ベクトルの諸性質

（１）内積

,φψ ,∗= ψψ ∗= ψφφψ

（２）基底(基準ベクトル）
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無限連続のベクトル
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☆ Dirac のデルタ関数
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状態，物理量，測定値

同一状態 ψ を色々な物理量 L,ˆ,ˆ pE の固有関数で表示可能
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観測（＝物理量 L,ˆ,ˆ pE に対応する操作）を行うと固有値
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量子力学における主要概念

（１）状態ベクトル

物理系
複素数の線形
ベクトル空間

（ヒルベルト空間）

（２）物理量

線形演算子 L,ˆ,ˆ BA
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kakA

k
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ˆ:

ˆ =

の固有値， kak : の固有ベクトル



（３）量子条件

[ ] :ˆ,ˆ hiBA = 正準な交換関係（非可換関係）

ディラック（Dirac）の括弧式の定義

[ ] ABBABA ˆˆˆˆˆ,ˆ −= 行列との類似性

量子条件：

物理量＝演算子 変換代数では ？
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（４）測定値

Â
測定
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☆ シュレーディンガー描像

ψψ H
dt

di ˆ=h

状態ベクトルは時間とともに連続的，因果的に変化

☆ ハイゼンベルグ描像

t
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物理量が変化

（５）運動



演算子の可換性
１つのベクトル ＝ 多くの演算子の固有ベクトル
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CA ˆ,ˆ は互いに交換可能（可換）

[ ] 0ˆ,ˆ =∴ CA



nanA n=ˆ固有値方程式：

別に
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量子数を１つ下げる
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非可換代数で運動方程式を解く

物理量でない演算子

固有値でない係数

☆ 最終的に

0ˆ
min =− nb 簡単な微分方程式

解： 0ψ
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調和振動子
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［下降演算子，上昇演算子］
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共役な演算子



固有状態 の固有値を とおき，n ωh⎟
⎠
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( ) ( )( )nannaaa −−−+ −= ˆ1ˆˆˆ

一方，（１）より ( ) 111ˆˆ −−=−−+ nnnaa

:ˆ;1ˆ −− −=∴ ancna 下降演算子 （３）

同様にして，

:ˆ;1ˆ ++ +′= ancna 上昇演算子



［正規化定数 c ］

（３）の複素共役
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［固有状態］
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光子の生成，消滅（場の量子化）
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場： 空間に調和振動子が埋め込まれている．

電磁波＝光子（フォトン）

１フォトンのエネルギー ＝

（Einstein）
調和振動子では１準位上がるに従い だけ増える

フォトンが１つづつ増える
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ncna ：“生成演算子”，フォトン数を１つ増やす

：“消滅演算子”，フォトン数を１つ減らす
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+â

−â
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nnnannaa =−= +−+ 1ˆˆˆ

:ˆˆ −+aa フォトン数に関する演算子

:n フォトンの数が n である状態

:0 フォトン数0の状態

n 個の光子を持つエネルギー固有状態，固有関数

nnEn ,
2
1 ωh⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=



電子準位
誘導輻射
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「n 個の光子が存在している誘導輻射

＝ 自然輻射に比べて n+1 倍輻射しやすい」

レーザーの原理
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角運動量演算子
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zLL ˆ,ˆ2 の共通固有ベクトル:, mλ
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上昇・下降演算子に関する交換関係
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mLLz ,ˆˆ λ×+
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同様に
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行列力学

演算子 の意味Â
☆ 物理量： 固有ベクトル k

kakA k=ˆ

×k
kkk akkakakkAk ===ˆ

1
kkk aa = とおく

☆ 遷移，相互作用
i

j

Â

遷移，相互作用

iAjji
ˆ=α



[シュレーディンガー
方程式による量子力学]
物理量（演算子）空間

L,,ˆ
,,ˆ,,ˆ

tE

Lqp θ

作用

状態ベクトル空間

L,
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i

mk λ

所望の
固有値，遷移量，相互作用量

[行列力学]
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量子力学における物理量を要素とする行列
（エルミート行列）
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エルミート行列： 対称要素が複素共役（対角位置は実数）

［エルミート行列である根拠］

（１）対角要素
対角要素 ＝ 固有値 ⇒ 実数（測定値）

（２）非対角要素
対称要素はお互いに逆遷移

jeiiej ii θθ −== ,



［エルミート行列 ⇔ エルミート演算子］

（１）対角要素

:,

ˆˆ,ˆ

aaa

aAaaAaaaAaa
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===
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+∗∗

実数
AA ˆˆ =+

エルミート演算子： :ˆ,ˆˆ ++ = AAA 演算子 の複素共役Â
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jiij jAiiAjjAi
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（１）非対角要素



ベクトル演算

（１）エルミート演算子の異なる固有値の固有ベクトル

,ˆ aaaA = bbbA =ˆ
×b ×a

abaaAb =ˆ

babbAa =ˆ

∗∗ = babbAa ˆ

abbaAb =ˆ

( ) 00 =⇒=− ababba

直交性
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（２）一般状態の物理量
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ψ Â状態 で を測定して得られる結果の期待値



運動方程式の表示法各種
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不確定性関係 h≥Δ⋅Δ qp

状態関数
（複素関数の重ね合せ）

物理量＝演算子

正準な交換関係

［不確定性原理］
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［運動方程式］

Schrödinger 方程式
（ Schrödinger 描像，

Heisenberg 描像）

変換理論

ψψ EH ˆˆ =

00ˆ =−a


